
Suites et séries de fonctions

1 - Suites de fonctions

(E et F sont deux K-evn de dimension finie dont la norme est ||.||, I ⊂ E, et K = R ou C.)

Convergence simple : Une suite de fonctions (fn)n∈N de I dans F converge simplement vers
une fonction f de I dans F ssi ∀x ∈ I , lim

n→+∞
fn(x) = f(x). Cela équivaut à

∀x ∈ I, ∀ε > 0, ∃N0 ∈ N, ∀n ∈ N, [n ≥ N0 ⇒ ||fn(x)− f(x)|| ≤ ε ] .

Convergence uniforme : Une suite de fonctions (fn)n∈N de I dans F converge uniformément
vers une fonction f de I dans F ssi lim

n→+∞
Supx∈I ||f(x)− fn(x)|| = 0. Cela équivaut à

∀ε > 0, ∃N0 ∈ N, ∀n ∈ N, ∀x ∈ I, [n ≥ N0 ⇒ ||fn(x)− f(x)|| ≤ ε ] .

Conséquences :

(1) Si (fn)n∈N converge uniformément vers une fonction f sur I , et si ∀n ∈ N, fn est bornée
sur I , alors f est bornée sur I .

(2) Comme E est complet, (fn)n∈N converge uniformément vers une fonction f sur I ⇐⇒
∀ε > 0, ∃N0 ∈ N, ∀(p, q) ∈ N2, ∀x ∈ I, [ p ≥ N0, q ≥ N0 ⇒ ||fp(x)− fq(x)|| ≤ ε ] .
(3) Si il existe une suite réelle positive (εn)n∈N, de limite nulle, et telle que

∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, ∀x ∈ I, ||f(x)− fn(x)|| ≤ εn,

alors (fn)n∈N converge uniformément vers une fonction f sur I .

Théorème : Toute suite de fonctions (fn)n∈N uniformément convergente sur I est simplement
convergente sur I .

Convergence uniforme locale : Une suite de fonctions (fn)n∈N de I dans F converge localement
uniformément vers une fonction f de I dans F ssi (fn)n∈N converge uniformément vers f sur
toute partie compacte de I.

Théorème de double limite : Soit une suite de fonctions (fn)n∈N de I dans F , et a ∈ Ī . Si,
∀n ∈ N, fn admet une limite `n en a, et si, (fn)n∈N converge uniformément vers f sur I , alors
la suite (`n)n∈N converge vers ` ∈ F et lim

x→a
f(x) = `.

Théorème de continuité : Soit une suite de fonctions (fn)n∈N de I dans F .

(1) Si, ∀n ∈ N, fn est continue en un point a de I , et si (fn)n∈N converge uniformément vers
f sur I , alors f est continue au point a.

(2) Si, ∀n ∈ N, fn est continue sur I , et si (fn)n∈N converge uniformément vers f sur I , alors
f est continue sur I .
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(3) Si, ∀n ∈ N, fn est continue sur I , et si (fn)n∈N converge localement uniformément vers
f sur I , alors f est continue sur I .

Théorème d’intégration sur un segment : Soit une suite de fonctions (fn)n∈N de [a, b] ⊂ R
dans F . Si, ∀n ∈ N, fn est continue sur [a, b], et si (fn)n∈N converge uniformément vers f sur
[a, b], alors :

(1) f est continue sur [a, b],

(2) la suite
(∫ b

a
fn

)
n∈N

converge dans F, et

∫ b

a

f = lim
n→+∞

∫ b

a

fn .

Théorème de dérivation : Soit une suite de fonctions (fn)n∈N de I ⊂ R dans F . Si, ∀n ∈ N,
fn est de classe C1 sur I , si (fn)n∈N converge simplement sur I vers f , si (f ′n)n∈N converge
uniformément sur tout segment de I vers g, alors

(1) (fn)n∈N converge uniformément sur tout segment de I vers f ,

(2) f est de classe C1 sur I , et f ′ = g.

Théorème de dérivation (généralisation) : Soit une suite de fonctions (fn)n∈N de I ⊂ R dans
F , et k ∈ N?.

Si





∀n ∈ N, fn est de classe Ck sur I ,
∀i ∈ {0, . . . , k − 1}, (f (i)

n )n∈N converge simplement sur I vers ϕi,
(f (k)

n )n∈N converge uniformément sur tout segment de I vers ϕk,
alors

(1) ∀i ∈ {0, . . . , k − 1}, (f (i)
n )n∈N converge uniformément sur tout segment de I vers ϕi,

(2) ϕ0 est de classe Ck sur I ,

(3) ∀i ∈ {1, . . . , k}, ϕ
(i)
0 = ϕi.

Théorème de convergence dominée : Soit une suite de fonctions (fn)n∈N de I ⊂ R dans F .

Si





∀n ∈ N, fn est continue par morceaux sur I ,
(fn)n∈N converge simplement sur I vers f , une fonction continue par morceaux sur I ,
il existe ϕ : I → R, continue par morceaux, positive et intégrable sur I telle que :

∀n ∈ N, |fn| ≤ ϕ,
alors

(1) ∀n ∈ N, fn est intégrable sur I ,

(2) f est intégrable sur I ,

(3) lim
n→+∞

∫

I

fn =
∫

I

f .

Théorème de convergence sur un intervalle borné : Soit une suite de fonctions (fn)n∈N de
I ⊂ R dans F .

Si





∀n ∈ N, fn est continue et intégrable sur I ,
(fn)n∈N converge uniformément sur I vers f ,
l’intervalle I est borné,

alors
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(1) f est continue et intégrable sur I ,

(2) lim
n→+∞

∫

I

fn =
∫

I

f .

Théorème de convergence monotone : Soit une suite croissante (resp. décroissante) de fonc-
tions (fn)n∈N de I ⊂ R dans J ⊂ R, intégrables sur I . Si (fn)n∈N converge simplement sur I
vers f continue par morceaux sur I , alors
la fonction f est intégrable sur I ssi la suite (

∫
I
fn)n∈N est majorée (resp. minorée). Dans ce cas,

∫

I

f = Supn∈N

∫

I

fn = lim
n→+∞

∫

I

fn.

2 - Séries de fonctions

Définition : On appelle série de fonctions, tout couple ((fn)n∈N, (Sn)n∈N) formé d’une suite de

fonctions (fn)n∈N de I dans F , et de la suite (Sn)n∈N telle que : ∀n ∈ N, Sn =
n∑

k=0

fk. Le terme

général (t.g.) de la série est fn, et la série est notée
∑

n≥0

fn.

Convergence simple : La série de fonctions de t.g. fn est simplement convergente sur I ssi la
suite (Sn)n∈N est simplement convergente vers une fonction S sur I . La fonction S est alors ap-

pelée somme de la série : S =
+∞∑
n=0

fn.

Convergence absolue : La série de fonctions de t.g. fn est absolument convergente sur I ssi
∀x ∈ I , la série

∑

n≥0

||fn(x)|| converge dans R.

Convergence uniforme : La série de fonctions de t.g. fn est uniformément convergente sur I ssi
la suite (Sn)n∈N est uniformément convergente vers une fonction S sur I . Cela équivaut à

lim
n→+∞

Supx∈I ||S(x)− Sn(x)|| = lim
n→+∞

Supx∈I ||Rn(x)|| = 0,

avec Rn(x) =
+∞∑

k=n+1

fk(x), le reste d’ordre n.

Conséquences :

(1)
∑

n≥0

fn converge uniformément sur I ⇐⇒
∑

n≥0

fn converge simplement sur I et la suite

(Rn)n≥0 converge uniformément vers la fonction nulle sur I .

(2) Comme E est complet,
∑

n≥0

fn converge uniformément sur I ⇐⇒

∀ε > 0, ∃N0 ∈ N, ∀(p, q) ∈ N2, ∀x ∈ I, [ q > p ≥ N0,⇒ ||
q∑

k=p+1

fk(x)|| ≤ ε ] .

(3) Si
∑

n≥0

fn converge uniformément sur I , alors la suite (fn)n∈N converge uniformément

vers la fonction nulle sur I .

Convergence locale uniforme : La série de fonctions de t.g. fn est localement uniformément
convergente sur I ssi la suite (Sn)n∈N est uniformément convergente vers une fonction S sur
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toute partie compacte de I .

Convergence normale : La série de fonctions de t.g. fn est normalement convergente sur I ssi la
série

∑

n≥0

Supx∈I ||fn(x)|| converge dans R.

Théorème : Toute série
∑

n≥0

fn normalement convergente sur I est simplement convergente, ab-

solument convergente et uniformément convergente sur I .

Théorème de double limite : Soit une série de fonctions
∑

n≥0

fn de I dans F , et a ∈ Ī . Si,

∀n ∈ N, fn admet une limite `n en a, et si
∑

n≥0

fn converge uniformément vers la fonction S sur

I , alors, la série
∑

n≥0

`n converge dans F , et lim
x→a

S(x) =
+∞∑
n=0

`n.

Théorème de continuité : Soit une série de fonctions
∑

n≥0

fn de I dans F , et a ∈ I .

(1) Si, ∀n ∈ N, fn est continue en un point a de I , et si
∑

n≥0

fn converge uniformément vers

la fonction S sur I , alors S est continue au point a.

(2) Si, ∀n ∈ N, fn est continue sur I , et si
∑

n≥0

fn converge uniformément vers la fonction S

sur I , alors S est continue sur I .

(3) Si, ∀n ∈ N, fn est continue sur I , et si
∑

n≥0

fn converge localement uniformément vers la

fonction S sur I , alors S est continue sur I .

Théorème d’intégration sur un segment : Soit une série de fonctions
∑

n≥0

fn de [a, b] ⊂ R dans

F . Si, ∀n ∈ N, fn est continue sur [a, b], et si
∑

n≥0

fn converge uniformément vers la fonction S

sur [a, b], alors :

(1) la fonction S est continue sur [a, b],

(2) la série
∑

n≥0

(∫ b

a

fn

)

n∈N
converge dans F, et

∫ b

a

S =
+∞∑
n=0

∫ b

a

fn .

Conséquences :

Si, ∀n ∈ N, fn est continue sur [a, b], et si
∑

n≥0

fn converge normalement vers la fonction S

sur [a, b], alors :

(1)
∑

n≥0

||fn||1 converge dans R,

(2) la fonction S est continue sur [a, b], et ||S||1 ≤
+∞∑
n=0

||fn||1,

avec, par définition, ∀f ∈ C([a, b], F ), ||f ||1 =
∫ b

a

||f ||.
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Théorème de dérivation : Soit une série de fonctions
∑

n≥0

fn de I ⊂ R dans F . Si, ∀n ∈ N, fn est

de classe C1 sur I , si
∑

n≥0

fn converge simplement sur I vers S, si
∑

n≥0

f ′n converge uniformément

sur tout segment de I vers g, alors

(1)
∑

n≥0

fn converge uniformément sur tout segment de I vers f ,

(2) la fonction S est de classe C1 sur I , et S′ = g.

Théorème de dérivation (généralisation) : Soit une série de fonctions
∑

n≥0

fn de I ⊂ R dans F ,

et k ∈ N?.

Si





∀n ∈ N, fn est de classe Ck sur I ,
∀i ∈ {0, . . . , k − 1},

∑

n≥0

f (i)
n converge simplement sur I vers Φi,

∑

n≥0

f (k)
n converge uniformément sur tout segment de I vers Φk,

alors

(1) ∀i ∈ {0, . . . , k − 1},
∑

n≥0

f (i)
n converge uniformément sur tout segment de I vers Φi,

(2) Φ0 est de classe Ck sur I ,

(3) ∀i ∈ {1, . . . , k}, Φ(i)
0 = Φi.

Théorèmes de d’intégration terme à terme :

(1) Soit une suite de fonctions (fn)n∈N de I ⊂ R dans J ⊂ R, positives et intégrables sur I .
Si la série

∑

n≥0

fn converge simplement vers une fonction S continue par morceaux sur I , alors

la fonction S est intégrable sur I ssi la série
∑

n≥0

∫

I

fn converge. Dans ce cas,

∫

I

f =
+∞∑
n=0

∫

I

fn.

(2) Soit une suite de fonctions (fn)n∈N de I ⊂ R dans J ⊂ C, intégrables sur I . Si la
série

∑

n≥0

fn converge simplement vers une fonction S continue par morceaux sur I , et si la série

∑

n≥0

∫

I

|fn| converge, alors la fonction S est intégrable sur I , et

∫

I

f =
+∞∑
n=0

∫

I

fn.
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