
Théorème d’Ascoli

Soient (X,d) un espace métrique compact et (fn)n∈N une suite d’applications
continues de X dans R telle que

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀n ∈ N, ∀x, y ∈X, d(x, y) ⩽ δ⇒ ∣fn(x) − fn(y)∣ ⩽ ε,

(on parle alors d’uniforme équicontinuité, ou d’uniforme uniforme continuité) et
vérifiant : ∀x ∈X, (fn(x))n∈N est bornée dans R.
Alors, il existe une extraction ϕ et une application f ∶ X → R continue telle que
(fϕ(n))n∈N converge uniformément vers f sur X.

Preuve

Étape 1 - On montre qu’il existe une suite (xj)j∈N de points de X telle que
{xj , j ∈ N} est dense dans X.

X est compact donc, pour tout ε > 0, il existe un recouvrement fini de X par des boules
ouvertes de rayon ε. Autrement dit, pour tout k ⩾ 0, il existe Nk ∈ N et xk

1 , . . . , x
k
Nk

dans

X tels que X =
Nk

⋃
i=1

B(xk
i ,2

−k).

L’ensemble A = {xk
i , k ∈ N⋆, 1 ⩽ i ⩽ Nk} est (au plus) dénombrable et il est dense dans X.

On peut poser {xj , j ∈ N} = A.

Étape 2 - Construction de l’extraction ϕ.

La suite (fn(x0))n∈N est bornée dans R. Il existe donc une extraction ϕ0 et y0 ∈ R tel
que (fϕ0(n)(x0))n∈N converge vers y0.
De même, (fϕ0(n)(x1))n∈N est bornée dans R, il existe donc une extraction ϕ1 et y1 ∈ R
tel que (fϕ0○ϕ1(n)(x1))n∈N converge vers y1.
En itérant, pour tout xk ∈ A, k ∈ N, il existe une extraction ϕk et yk ∈ R tel que
(fϕ0○...○ϕk(n)(xk))n∈N converge vers yk.
On définit l’extraction, dite diagonale, ϕ par : ϕ ∶ n↦ ϕ0 ○ . . . ○ ϕn(n).
On a, pour tout k < n, ϕ(n) = ϕ0 ○ . . . ○ ϕk(ϕk+1 ○ . . . ○ ϕn(n)), donc (ϕ(n))n∈N est une
suite extraite de (ϕ0 ○ . . . ○ ϕk(n))n∈N.
Conclusion, pour tout k ∈ N, (fϕ(n)(xk))n∈N converge vers yk dans R, donc (fϕ(n)(xk))n∈N
est une suite de Cauchy.

Étape 3 - On montre que (fϕ(n))n∈N est une suite de Cauchy dans C(X,R).
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Par uniforme uniforme continuité :

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀n ∈ N, ∀x, y ∈X, d(x, y) ⩽ δ⇒ ∣fn(x) − fn(y)∣ ⩽ ε/3,

De plus, il existe k0 ∈ N tel que 2−k0 ⩽ δ, et il existe Nk0 ∈ N tel que X =
Nk0

⋃
i=1

B(xk0
i ,2

−k0).

D’après l’étape 2, on sait que pour tout xk0
i , avec i ∈ J1,Nk0K, (fϕ(n)(xk0

i ))n∈N est une
suite de Cauchy. Donc il existe ni ∈ N tel que pour tout p, q ⩾ ni, on a

∣fϕ(p)(xk0
i ) − fϕ(q)(xk0

i )∣ ⩽ ε/3.

Comme {xk0
i }i∈J1,Nk0K est fini, on peut poser N = max{ni, i ∈ J1,Nk0K}.

Enfin, pour tout x ∈X, il existe i ∈ J1,Nk0K tel que d(x,xk0
i ) ⩽ δ.

Donc, pour p, q ∈ N tels que p ⩾ q ⩾ N , on a

∣fϕ(p)(x)−fϕ(q)(x)∣ ⩽ ∣fϕ(p)(x)−fϕ(p)(xk0
i )∣+∣fϕ(p)(xk0

i )−fϕ(q)(xk0
i )∣+∣fϕ(q)(xk0

i )−fϕ(q)(x)∣ ⩽ ε.

Autrement dit, ∣∣fϕ(p) − fϕ(q)∣∣∞ ⩽ ε, et (fϕ(n))n∈N est une suite de Cauchy dans C(X,R)
pour ∣∣ ⋅ ∣∣∞.

Conclusion - Comme C(X,R) est complet pour ∣∣ ⋅ ∣∣∞, (fϕ(n))n∈N converge uni-
formément vers f ∶X → R sur X.
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