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I. Un poco de historia

De manera totalmente independiente, fueron Isaac Newton (1643, 1727) y Gottfried
Wilhelm von Leibniz (1646, 1716) quienes descubrieron el calculo diferencial y desarro-
llaron sus herramientas basicas, mostrando la existencia de una conexiéon mayor entre
dicho célculo diferencial y el calculo integral. La nocion central del calculo diferencial
es la derivada, la cual fue originada por un problema de geometria, lo de determinar la
tangente a una curva en un punto. Sin embargo, este concepto no aparecié antes del siglo
XVII, cuando el matemdtico francés Pierre de Fermat (1607, 1665) traté de determinar los
extremos (minimos y méximos) de ciertas funciones.

La idea de Fermat era muy simple. En cada uno de sus puntos, la curva tiene una
direccién definida indicada por su tangente, con una cierta inclinacién con respecto a una
referencia horizontal (el eje O x). Fermat observo que, en cada uno de los extremos, dicha
tangente era horizontal, y entonces con una inclinaciéon nula. Por lo tanto, el problema de
localizar estos valores extremos se reduce a la localizacion de las tangentes horizontales.
Esto conduce al problema més general de la determinacion de la direccion de la tangente
en un punto cualquiera de la curva. El intento de resolver este problema fue lo que condujo
a Fermat a descubrir algunas ideas rudimentarias relacionadas con la nocién de derivada.

En primer andlisis, parece que no hay ninguna relacion entre establecer el area de una
region limitada por una curva y el eje Ox y determinar la tangente en un punto de la
curva. Fue el maestro de Newton, Isaac Barrow (1630, 1677), quien descubrié que ambos
conceptos, en apariencia sin conexién, estaban intimamente ligados. Sin embargo, Newton
y Leibniz fueron los primeros en comprender la verdadera importancia de este relacion,
iniciando una nueva etapa sin precedente en el desarrollo de la Matematica.

Newton utilizé esta nueva herramienta en el ambito del estudio de los movimientos,
dentro de la teoria newtoniana de la gravitacion, mientras tanto Leibniz vi6 su gran interés
en Matematica. Lo que es seguro es que ambos descubrieron el calculo diferencial de
manera independiente, mientras tanto sostuvieron una polémica de larga duracién sobre la
anterioridad de dicho descubrimiento. Cada uno propuso una escritura diferente. Durante
la segunda parte del siglo XVIII, el matematico francés Joseph Louis de Lagrange (1736,
1813) propuso una tercera escritura universalmente utilizada en Matematica (Tabla 1).

A nuestra época, el calculo diferencial es de uso universal, dentro de varias disciplinas,
tanto en ciencias duras como en ciencias blandas, y especialmente en astrofisica. Es ab-
solutamente fundamental que las y los estudiantes de magister en astronomia dominen su
utilizacién. Por eso, estamos proponiendo este documento de nivelacion, lo cual expone
una sintesis sobre las nociones de calculo diferencial y de derivada.



Tabla 1: Notaciones histéricas de las derivadas

;,Quién?  Notacién

Newton gy ¥

. . dy d2y
Leibniz T G2

Lagrange f'(z) f"(x)

I1. Derivadas de funciones reales de una variable real
I1.1. Nocién de limite
I1.1.1. Limite finito de una funcién f(z) cuando z tiende hacia x

Definicién: Sea f una funcién definida sobre un intervalo abierto C' que contiene a x
(excepto posiblemente no definida en zy), se dice que f(z) admite un limite ! cuando x
tiende hacia xg, si para todo ntimero positivo arbitrario €, existe un nimero positivo § de
manera tal que la condicién:

f(x) =l <e <=>l—e< f(zx)<l+e¢

sea verificada en todo punto x del intervalo C' que satisface:

To—0<x< Tog+9

x # xg

Comentario: Esta definicién es independiente de lo que pasa en el punto xg, sea que
f(zo) esté definido o que f(xg) no esté definido.

0<|z—x| <0 <=> {

Escritura del limite de una funciéon f en el punto xy:

a. Cuando no es necesario de precisar el intervalo C"

lim f(z) =1

T—TQ

b. Cuando es necesario de precisar el intervalo C":

lim  f(z)=1

r—xg, z€C

I1.1.2. Limite a la derecha, limite a la izquierda

Definicién: Sea f una funcién definida sobre un intervalo abierto C' =]z, T4z, se dice
que f(z) admite un limite a la derecha (o por valores superiores) [, si para todo nimero
e > 0, existe un nimero § > 0, tal que si o < & < xo + d, entonces |f(x) — | < e.

Escritura del limite a la derecha de una funcién f en el punto z{:

lim f(z) =1

m—)mo

Definicién: Sea f una funcién definida sobre un intervalo abierto C' =]z in, To|, se dice
que f(z) admite un limite a la izquierda (o por valores inferiores) [, si para todo nimero
e > 0, existe un nimero § > 0, tal que si 29 — 0 < = < g, entonces |f(z) — | < e.



Escritura del limite a la izquierda de una funcién f en el punto z;:

lim f(z)=1

xﬁxo

Se debe leer: x{: zy por valor superior; zy: xo por valor inferior.
I1.2. Nocion de derivada
I1.2.1. Derivada en un punto

Definicién: La derivada de una funcién y = f(x) definida sobre un intervalo C' respecto
de la variable x, es igual al limite de la razon entre el incremento Ay de la funcién y el
incremento correspondiente Az, cuando Az tiende hacia 0, denotado por f’(z), es decir

LAy f(rtAx) - ()
filz) = lim = lim s

Es conveniente observar que la derivada es una nueva funciéon de x representada con

diferentes notaciones, tales como f'(z), v/, v, % @) algunas pocas veces Dy o D f (x).

dz’  dx
Comentario: Esta derivada tiene existencia si y solamente si el cociente % tiene un
limite de valor finito cuando Ax tiende a 0, perteneciendo x al intervalo C', aun si dicho

cociente no esta definido cuando Az es igual a cero.
Podemos también escribir de manera diferente el calculo de la derivada en un punto z:
a. Anotando el incremento h en vez de Ax:

(o) = lim f(zo+h) — f(xo)

h—0 h

b. Anotando el incremento = — x en vez de Ax:

Interpretacion geométrica de la derivada en un punto zy: Podemos construir la
curva representativa de la funcién y = f(x) en una marca ortonormalizada O ;j (con dos
ejes, un eje de las abscisas O z y un eje de las ordenadas Oy). Sean My y M los puntos
de la curva con abscisas xy y x, y con ordenadas yy y y. Cuando M — M, la linea M M,
se acerca mas y mas de la tangente de la curva en el punto My. Entonces, con el pasaje
al limite, M M, se confunde con dicha tangente, la cual aparece entonces como limite de
M My cuando M — M. Finalmente, el valor de la derivada en el punto zy no es nada mas
que el coeficiente de dicha tangente: f’(z) = tan(«y), siendo «q el 4ngulo entre la tangente
y el eje de las abscisas, medido en el sentido directo, y siendo tan(cy) su pendiente.

No existencia de la derivada: La no existencia de una derivada indica que, en el
punto correspondiente de la curva representativa de la funcién, no existe una tangente
determinada o esta tangente tiene una pendiente vertical (paralela al eje 0y). En este
ultimo caso, el limite es infinito (de manera no rigurosa, se habla de una derivada infinita).

Derivadas por valores superiores o valores inferiores: Cuando, en un punto zq de
una funcién y = f(x), el limite no tiene existencia, mientras tanto hay limites a la derecha



y a la izquierda, se habla respectivamente de derivada por valores superiores (derivada a
la derecha) y derivada por valores inferiores (derivada a la izquierda).

La significacion geométrica de estas derivadas es:
f'(xg) = tan(a™)
f'(xg) = tan(a”)

En el punto zg, la curva tiene lo que se llama un quiebre.

Diferenciales: Las diferenciales se definen de manera diferente por las variables in-
dependientes o por las funciones. La diferencial de una variable independiente x es un
incremento de ella a lo cual se puede dar un valor cualquiera: dxr = Az. La diferencial de
una funcién y = f(z) por un valor dado de z o una diferencial dada de dx es el producto
de f'(x) por dx: dy = f'(x)dz. Entonces, no se debe confundir diferenciales y derivadas.

I1.2.2. Derivada de érdenes superiores

La derivada segunda de una funcién de una variable f(z) es la derivada de la derivada.

Se representa con los simbolos siguientes: f”(x), y”, ¥, Zi—é’, dZJ;(f), D%y o D*f(x).

F(a) = S 7(@) = ()

Interés de la derivada segunda: La derivada segunda tiene un interés especial en
el ambito del estudio de la curva representativa de una funcién y = f(z). Como es igual
a la derivada de la primera derivada: f”(z) = -L f'(z), nos indica el sentido de variacién
de dicha primera derivada f’(xg), entonces de la pendiente de la tangente en el punto x,
y finalmente de la orientacion de la concavidad de la curva representativa de f.

Anotando b el valor de la tangente cuando x = 0 (punto de intersecién de la tangente
con el eje de las ordenadas), podemos destacar tres casos:

a. f"(xo) > 0 (positivo): La concavidad en z( es orientada hacia arriba y la tangente
se ubica abajo de la curva representativa de f. Entonces f(z) > z f'(zo) + b.

b. f"(x¢) = 0: Caso peculiar que indica que la tangente cruza la curva representativa de
f en el punto zy. El punto zq es llamado punto de inflexién de la curva, lo que corresponde
a un cambio de orientacién de la concavidad de la curva en zg.

c. f"(xg) < 0 (negativo): La concavidad en z( es orientada hacia abajo y la tangente
se ubica arriba de la curva representativa de f. Entonces f(z) < zf'(zo) + b.

Las derivadas de un orden cualquiera se definen de manera similar. Se representan
con los stmbolos siguientes: " (z), f1V(z), f™(x), y", y'V, y™, Ly L@ pry o prf(c).

oy o
@) = L) = Lopw) = )
@)=L =L e = e = L)

F@= L@ == e = e = L)
Fw) = Loty = Doy = = B ey~ Ty = O



I1.2.3. Reglas fundamentales de diferenciacién

Derivada y diferencial de un constante c:

d=0
dc =10
Derivada y diferencial de una suma algebraica:
(ut+v—w) =u+v —u
dlu+v—w)=du+dv—dw
Derivada y diferencial de un producto de un constante ¢ con una funcion:
(cu) = cu’
d(cu) = cdu
Derivada y diferencial de un producto de dos funciones:
(uwv) = u'v + u’
d(uv) = vdu + udv
(wow)" = vwu’ + uwv’ 4+ vow'’

d(vvw) = vwdu + vwdv + uvdw

Derivada y diferencial del inverso de una funcién:
IR v’
(v) v?
Derivada y diferencial de un cociente de dos funciones:

(u)’ vu' — u’
v 12

J (u) _ vdu — udv

v V2

Derivada de una funcién compuesta (funcién de funcién):
Cony = f(u) y u= p(z), tenemos:

Y = P )

Cony = f(u), u=¢(t) y t = ¢(x), tenemos:

Y Pl (')



I1.2.4. Tabla de derivadas de funciones elementales

Las tablas 2 y 3 dan las derivadas de las funciones matematicas elementales.
No obstante, es importante aqui de entender como se hace el calculo de una derivada.
Podemos dar aqui algunos ejemplos de célculo de derivadas:

a. Derivada de la funcion z":

wv e (@A)t =2t (24 Az — ) = i n—1—i
@ = A T s A
_ n—1
n 7, n 1—7 i n—1—1
o = g Ang vaperin g S s

n—1
Z$z n—1— z_zwnflzn‘rnfl
i=0
b. Derivada de la funcion sin z:

Ly . sin(z + Azx) —sinx (sinz cos Az + cos zsin Ax) — sinx
(sinz) = lim = lim

Az—0 Ax Az—0 Ax

Ly . sinz(cos Az — 1) + cos zsin Az
(sinz) = lim
Az—0 Ax
Cuando Az — 0, cos Ax — 1 y sin Ax ~ Ax. Podemos escribir:

oy , sinz(cosAx —1)  coszsin Az
(sinz) = lim + = COS X

Az=0 Az Ax

c. Derivada de la funcién In z:

1 Az) —1 In (282
(Inz) = lim n(z + Az) BT — lim n(* ): lim

In(1+ 22)
Az—0 Ax Az—0 Ax Az—0 Ax

T

In 1+£ .
Cuando Az — 0, (Mf ) ~ ﬁTﬁ = % Entonces, la derivada de In x es:

Inz) ==
(nay =
d. Derivada de la funcién /z:

: — lim Vr+Ar —rvr+ Az +\/x
Az—0 Ax Az—0 Ax Vr+ Az +/x

(\/_), i T+ Azr—=x 1 i Az 1
z) = lim = lim —
Az—0 Az \/m + \/E Az—0 Az \/m + \/5

(a) = I . !
X — 1m =
Ae=0 Vr + Az ++T 2z

e. Derivada de la funcién e%:

6m+Am R

x\/ . x .
e’ = lim —— =¢% lim
( ) Az—0 Ax Az—0  Ax Az—0 Ax




Tabla 2: Tabla de derivadas de funciones elementales (parte 1)

Funcion Derivada
x 1
z" nx™ 1
1 _ 1
x 2
1 n
177 g+l
1
\/5 2\/x
1
n pa—
€z n 7, znfl
er e
a® a*lna
1
Inx p
1 _ 1
loga x x loga €= zlna
1
log ~loge
sinx cos T
CosS T —sinzx
tanx 12 sec? x
CcOos“ T
cotx — .12 = —csc’x
sSin“ x
sec x ST — tanx secx
COos“ T
cscx LBT — _cotzescw
sSin- x
arcsin x L
1—x2
arccos x -1
1—22
1
arctanx a2
arccot x -1
14-x2
1
arcsecT —_—
zvVz2—1
arccscx -
zvVr2—1




Tabla 3: Tabla de derivadas de funciones elementales (parte 2)

Funcién  Derivada

sinh z cosh x
cosh x sinh z
tanh x 1
cosh?
cothx 1
sinh? z
argsinh x L
241
argcosh x 1
z2—1
argtanh x 1
1—22
argcoth 1
1—22

I1.2.5. Algunas aplicaciones de las derivadas

a. En Matematica, estudio de una funcién, tabla de variacion:

Para estudiar una funcién y = f(x)) en matematica, se debe calcular su derivada (para
establecer el sentido de variacién de la funcién) y su derivada segunda (para determinar
las variaciones eventuales de concavidad y la existencia eventual de puntos de inflexion.

Ejemplo: Estudio de la funcién y = 23 —4x. Esta funcién es definida sobre el intervalo

] =00, +00[. Su derivada se calcula muy facilmente: 3’ = 322 —4 y su derivada segunda vale
4
3
segunda se anula en x = 0. Valores de la funciéon y en los puntos x = j:\/g :

{$1=—\/§=>y1=§\/§

— 4 _ _ 8 /4
352—\/;—>?J2——§ 3

La funcién y = 23 — 4z es entonces creciente entre —oo y —\/g , decreciente entre —\/g y

y” = 6x. Entonces, la primera derivada se anula en z = + mientras tanto la derivada

\/g, y creciente entre \/g y +00. En x = 0, la curva cruza su tangente (punto de inflexion)
y tenemos un cambio de concavidad. Entre —oo y 0, la concavidad es orientada hacia
abajo, mientras tanto entre 0 y 400, la concavidad es orientada hacia arriba. La tabla de
variacién permite determinar el sentido de variacién de la funcién y = 2® — 4z, resumiendo
todo las explicaciones anteriores y utilizando la primera derivada y la derivada segunda.

Por supuesto, la etapa siguiente consiste en construir la curva y = x> — 4z en una marca
ortonormalizada. Se debe anotar que el punto x; es un méximo (tangente horizontal:
f'(z1) = 0; concavidad de la curva orientada hacia abajo: f”(z1) < 0), y que el punto x,
es un minimo (tangente horizontal : f’(z2) = 0; concavidad de la curva orientada hacia



Tabla 4: Tabla de variacién de la funcién y = 2® — 4z

T —00 -2 —\/g \/g 2 100

[en}

fle) - - — — — — 0 + + + + + +
ffla) + + + + 0 - — — 0 + + + +
(1 +00
/ hY /!
f(z) 0 0 0
/ N\ /

arriba: f”(x9) > 0). En el punto 0, la derivada segunda es nula, lo que significa que la
tangente cruza la curva en dicho punto. El punto 0 es entonces un punto de inflexion.

b. En Fisica, estudio del movimiento parabdlico:

Estamos estudiando el movimiento de un cuerpo pesado de tamano pequeno (tipicamente
una bolita de acero o de plomo) dentro de un campo de gravitacién uniforme de aceleracién
constante g = —gf, vector dirigido hacia el centro de la Tierra. Estamos utilizando una
marca ortonormalizada O7j. Estamos ignorando las posibles fuerzas de friccién ocasion-
adas por las moléculas atmosféricas. El objeto modvil sale del punto O con una velocidad
0 = Uo(cos¢0;+ sinwgf). Estamos estudiando la trayectoria de este objeto en funcién del
tiempo, sabiendo que sale de O al instante t, = 0.

Sea M (t) la posicién del objeto al instante ¢ > ty. El vector OM (t) es entonces el vector
posicion del objeto al instante ¢. Su vector velocidad se deduce como siendo la derivada del

vector posicién, mientras tanto el vector aceleracion corresponde a su derivada segunda:

dOM (i

o = =g
"0 dot)  2OM()

at) == = e

El problema es entonces encontrar los valores de los vectores velocidad y posicién en
funcion del tiempo t, sabiendo que la aceleracion es la derivada de la velocidad y tomando
en cuenta las condiciones iniciales y especialmente la constancia de la aceleracion:

alt) = —g7
v‘(tj — —gt] + T = —gt] + vo(cospi + singy]) = vocospoi + (—gt + vosingg)]
1 L
OM ) = votcosgpoz + (—§gt + votsingg)j = xi + yj

llamando x y y las coordenadas del vector OM (t) Entonces:

t _ X
{ZL‘ = UotCOS(,DO B { - Uocoscpo
Y

Yy = —%gt2 + votsingy + x tan g

29'02(:05 200

9



Estamos reconociendo la ecuacion de una parabola pasando por el origen O. La veloci-
dad siendo la derivada del vector posicion, podemos calcular el tiempo t,,,, al momento
de pasaje a la altura maxima y los valores Z,ax V Ymae correspondientes:

2
— Y0 o5

Tmaxr — ?S’Ln@oCOSQOO

vg

. Vo .
—Glmaz + Vostnwg =0 => t4, = gosmgpo => {
9

_ 1 002
Ymaz = 9 Sin (;00

c. En Probabilidades, funciéon de distribucién acumulada de probabilidades
y funcién de densidad :

En teoria de probabilidades la funcién de densidad de una variable aleatoria continua
se puede encontrar derivando la funciéon de distribucion acumulada de probabilidades de
la misma variable.

La funcién F(z) es una funcién de distribucién acumulada de probabilidades si

e F es una funcién no decreciente, es decir

si 1 < a9 se tiene que F(x1) < F(z3)

e [ es una funcién continua por la derecha

lim F(t) = F(x)

t—sxt

e lim F(z)=0y }L%F(x)zl

T——00

Por ejemplo la funcion

l—e 1 si 2>0
F(z) =
0 si <0

es una funcién de distribucién acumulada de probabilidades (verificarlo).
La funcién f(x) es una funcién de densidad de probabilidad si

e f(z) > 0 para todo z

o %, f(@)dr =1

Ahora bien, si F(z) es una funcién diferenciable entonces su derivada es la funcion de
densidad asociada a F(x), es decir

F'(z) = f(x)

Por ejemplo, la funcién de densidad asociada a F(z) =1 — e~ 7 estd dada por

10



d. En Estadistica, estimacion:

Si xq1,x9,...,x, es un conjunto de n observaciones independientes de una variable
aleatoria con funcién de densidad f(z), la cual depende de un pardmetro no conocido
6. Se puede obtener una estimacion sobre 6 buscando el valor del parametro 6 que hace
maxima la funcion de verosimilitud

n

L(zy,29,...,2,;0) = Hf(:ri;Q)

=1

Es conveniente tener en cuenta que maximizar la verosimilitud es equivalente a maximizar
el logaritmo natural de la verosimilitud, denominada log-verosimilitud.

Por ejemplo, sea x1,2s,...,x, un conjunto de observaciones independientes de una
variable aleatoria con funcién de densidad
I =
f(:c;9)256 i x>0

entonces la funcién de verosimilitud esta dada por

LR 1 n
L(zy,29,...,2,;0) = H<6_9> = 7@—522:1”“
i1\ 0

y la log-verosimilitud es
1 1 & 1
i=1 i=1

derivando respecto de 6 e igualando a cero para determinar puntos criticos

dL(z1,z2,...,2050) n 1
0 =g TpErn=0

se tiene que el valor critico es
1 n
nais

verificar que corresponde a un valor maximo para la log-verosimilitud. Por tanto, el esti-
mador maximo verosimil para 6 es el promedio de las observaciones.

I1.2.6. Derivada de una funcién inversa (reciproca)

Si f es una funcién continua y estrictamente mondtona sobre un intervalo [a, b], podemos
definir una funcién inversa g = f~!, continua y estrictamente monétona sobre el intervalo
[f(a), (b)), de tal manera que: y = f(z) <—> z = g(y); = € [a,b], y € [f(a), fB)]. Si yo
es un punto de [f(a), f(b)], podemos escribir o = g(yo) y tenemos también yo = f(xo).
Ademas, estamos suponiendo que f admite una derivada f'(xg) # 0 en xo.

Para un valor de = # x(, podemos escribir, con e(zg) = 0:

f(@) = f(wo) = (x = wo)[f'(w0) + ()]

11



€ es continua en el punto xy. Como las funciones f y g son estrictamente mondtonas,
tenemos © # xy <=> y # yo. Podemos ahora reemplazar f(z) y f(xo) con y y yo,
respectivamente, ademds de x y xo con ¢g(y) y g(yo), respectivamente:

o B ‘s __ 9y —g(yo) _ 1
y—yo = (9(y) — 9(y0))(f'(w0) + elg(y)]) => — F@0) +2l9@)]

Segun la continuidad de g en el punto yy y la de € en el punto z, la funcién € o g es
continua en el punto yg, lo que permite escribir:

lim e[g(y)] =0

Y—Yo

la funcién reciproca f~! admite en el punto vy la derivada %:

1

(f_ ),(yO) = f/(-rO)

I1.2.7. Tabla de algunas derivadas de 6rdenes n > 1

La tabla 5 da algunas derivadas de 6rdenes superiores. En el caso de la derivada de
orden n de ™, si m entero y n > m, la derivada de orden n es igual a 0.

12



Tabla 5: Tabla de derivadas de orden n > 1

Funcién Derivada de orden n > 1
z™  m(m—1)(m—2)..(m —n+ 1)zm"
Inx (—=1)"L(n — 1)!%”

log, = (—1yr-t =Dl
eke knekr
a’ (Ina)™a”
a* (klna)ak®
sin sin (z 4+ %F)

cos cos (z + %)

sin kx k™ sin (kz 4+ %F)

cos kx k™ cos (kx + ”7”)

sinhx  sinhz(si n par); coshxz(si n inpar)

coshx  coshz(si n par); sinhx(si n inpar)

13



ITI. Derivadas de funciones reales de varias variables reales
III.1. Nocion de derivada parcial
IT1.1.1. Definicién

Sea f(x,y,z) una funcién de tres variables reales (se puede generalizar a n variables
reales) que corresponde al punto M de coordenadas (x,y, z). Estamos considerando que el
punto A, de coordenadas (zg, Yo, z0) pertenece al dominio de definicién D de dicha funcién.

Definicién: Si la funcién f(z,yo, z0) de la sola variable x admite una derivada por
el valor xy de la variable, podemos representar dicha derivada de la manera siguiente:
fi(xo, Yo, 20). Se dice que es la derivada parcial de f(x,y,z) con respecto a la variable x
en el punto A (o por los valores (xg, 4o, 20) de los variables (z,y, z). Como la funcién f
puede también estar escrita f(M) en M y f(A) en A, su derivada parcial con respecto a
la variable x en el punto A puede estar escrita como f.(A). Tenemos entonces:

. T, Yo, %0) — X0, Yo, 2
fa(xo, 40, 20) = lim (2,90, 20) = f (0, Y0, 20)
T—T0 €T _.CEO

Podemos también definir las derivadas parciales con respectos a las variables y y z:

fgll(x(]?yO)ZO) = lim f(o, ¥, 20) — f (20, Yo, 20)
Y—Yo Y — Yo

f2(z0, %0, 20) = lim f (@0, 0, 2) — [ (@0, Yo, %)

Z—20 z — ZO

Escritura de las derivadas parciales: De manera clasica, estamos escribiendo:

of

f;(x07y0720) = *(%73/0720)

(950, Yo, Zo)

ox
, o
fy(x(]?y(hz()) = 5£($07y0, 20)
, 0
fz($07y0720) - @

I11.1.2. Derivada de una funcién compuesta

a. Caso de una sola variable independiente. En el caso de tener dos funciones:

v=(t) __ [x0=0(to)
{y = (1) — {yo = (to)

Podemos suponer que la funcién f(x,y) tenga derivadas parciales alrededor del punto
A(zo,%0), las cuales son continuas en el punto A. Podemos preguntarnos si la funcién
compuesta F'(t) = f(¢(t),1(t)) es derivable en el punto ¢y, suponiendo las funciones ¢(t)
y ¥(t) derivables en el punto tg. Estamos anotando At el incremento de la variable t.

t =ty + At

ot + At) = xo + Ax

Y(to + At) = yo + Ay

F(to + At) — F(to) = f(zo + Aw, yo + Ay) — f(x0, yo)

F(to+ At) = F(to) = Az fi(z0,y0) + Ay [y (w0, vo) + Az e, + Aye,
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£z v €y admiten el limite 0 cuando At — 0. Eso implica légicamente que los productos
Aze, y Aye, admiten el mismo limite 0 cuando At — 0. Entonces:

F(to+ At) — F(to) Ay ., Ax Ay
At f (70, %0) + Atf (mo,?/o)‘FE%%—E%

Sin embargo, sabemos que:

{ limt*)to % = g@l(t0>
limy_yy, % = 1'(to)

Con el pasaje al limite, la ecuacion anterior se puede escribir:

F'(ty) = Jim Fias AAtZ —Fit) _ ©'(to) fr(w0, o) + ' (o) f, (20, Yo)

F'(to) = ¢'(to) fo(A) + ' (to) f,(A)

En un punto cualquiera ¢, tenemos entonces la formula siguiente en M (x,y):

F'(t) = ¢'(8) (M) + ' (2) f, (M)
En el caso de tener tres funciones p(t), ¥(t) y 0(t): F(t) = f(e(t),¥(t),0(t)):

La derivada de la funcién F' se escribe de la manera siguiente:

F(t) = fo(2,y,2)¢'(8) + fo(z, y, 2)0'(t) + flz,y,2)0'(t)
Con la notacién clésica, la misma férmula se escribe:

dF af dgo af dw 8f d9

b. Caso de dos o mas variables independientes. Si, dentro de f(u,v,w), estamos
reemplazando u, v, w) por tres funciones de z y y dotadas de derivadas parciales:

u=¢(z,y)
v=1(z,y)
w = 0(z,y)
Estamos obteniendo una funciéon compuesta de los variables x y y:

F(x,y) = f(e(z,y),¥(z,y),0(x,y))

Tomando sucesivamente y y x como valores constantes, podemos obtener:

{ F(z,y) = [u(o,0,0)0,(x,y) + fi(0, 0, )0 (x,y) + fo,(0,90,0)0, (v, y)
Fy(z,y) = fule, ¥, 0)0,(x,y) + fole, ¥, 0)¢,(x,y) + fo,(0,0,0)0,(x,y)

Con la notacién clésica, las mismas férmulas se escriben:

{%f(x y) = 2L (0,0, 0) % (2,y) + 2L (0,1, 0) % (2, y) + 2L (¥, 0) 2 (2, y)
8w, y) = 5L, 00, 0) 5 (2, y) + 5L (0,0, 0) 5 (. y) + 5L (0,9, 0) (. y)
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II1.1.3. Diferencial parcial y diferencial total

La diferencial parcial d,u de una funcién de dos o més variables u = f(x,y, z,...) con
respecto a una de estas variables (por ejemplo x) es definida por la igualdad:

ou
dyu = —d.
Bz "
u siendo diferenciable, la suma de sus diferenciales parciales es su diferencial total:
du = dyu + dyu + du + .. 8dx%—@dy—i-a—dz—k
ox dy 0z

II1.1.4. Derivada y diferencial de 6érdenes superiores

Una derivada parcial de segundo orden de una funcién u = f(x, y, z, ...) puede estar
calculada con respecto a la misma variable utilizada por la primera derivacion, por ejemplo
9%u 9%u : : 9%u 9%u
5z O 52, O con respecto a una otra de las variables, por ejemplo 529y © Bods En este
ultimo caso, la derivada esta designada como derivada mixta. los valores de las derivadas

mixtas no dependen del orden segun lo cual estan hechas las derivaciones:

Pu  Pu
0xdy  Oyox
Entonces, la funcién f(x,y) admite dos derivadas del primer orden: y dy y tres

derivadas del segundo orden: g%’;, giy’; y %afy = %, mientras tanto la fun01on f(z,y, z)

admite tres derivadas del primer orden: 2L, 9L v 91 v geis derivadas del segundo orden:

ox? Oy 0z
o2f o*f _ 0%f
Ox2 oxdy ~—  Oyox
2f 2f _ 0%
dy? Oydz ~ 020y
2f f _ 0°f
dy? 0z0x ~—  0z0z

. . , ’ . 3
Las derivadas parciales de érdenes mas elevados se calculan de la misma manera: %,
33u 3B3u 33u

8220y 92057 © o8 1 el caso del orden 3 de derivacién de la funcién u(z,y), etc.

Diferencial total de segundo orden de una funcién de dos variables u(zx,y):

0*u 0*u 0*u
d*u = d(du) = @d +Qaadxdy+a2

dy’
lo que se puede escribir de forma simbdlica:
2
d*u = (aa dz + aady> u

Entonces, la diferencial total de orden n de una funcién u(x, y) se escribe:

" 0 0 "
d"u = (aggdx—l—&ydy) u
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Y, con un ndmero mas grande de variables (funcién u(z,y, z, ...)):

n 0 0 0 "
d"u = <8mdx+ 8—ydy—i— 8zdz+...> u

II1.2. Aplicaciones de las derivadas parciales
I11.2.1. Nabla

Se llama nabla el operator matematico vectorial v
- o o0 0
v = \a3 353 143_
Jx’ dy 0z
II1.2.2. Gradiente
. Ly . T
Se llama gradiente el operator matematico vectorial grad:

— =
grad ¢ = V(p)

En coordenadas cartesianas (z, y, z), se escribe de la manera siguiente:

— - o 0 0 Op- Op- Op-
dp=V =\53.:59 7 45_ =\ 5. 9, =k
gracy (¥) (835 y 82’) v <8$Z+ 8y] + 0z
I11.2.3. Divergencia
Se llama divergencia el operator matematico escalar div:
div(F)=V - F
En coordenadas cartesianas (z, y, z), se escribe de la manera siguiente:

o o0 0 _ (0F, O0F, OF.
895781;’@2> (B By F) = <3x + oy + 82)

dw(ﬁ)_ﬁ.ﬁ_<

111.2.4. Laplaciano
Se llama laplaciano el operator matematico escalar A:
Ap = V2 = V(Vy) = div(grad o)
En coordenadas cartesianas (z, y, z), se escribe de la manera siguiente:

0? 0?02 P o Do
_< >¢_8x2+8y2+822




I11.2.5. Rotacional
Se llama rotacional el operador matematico vectorial ot
rol(F) =V A F

En coordenadas cartesianas (z, y, z), se escribe de la manera siguiente:

OF, OFy
By 0z
s o S o SH SF oF, (9Fy - or, O0F,\ - 3Fy oF,\ -
F = F: =z __ ==z = _ — — _— —
rot(F) =V A ﬁ_aaii <8y 0z rr 0z ox It ox dy K
oxr dy

Propiedades del rotacional:

a. El rotacional del gradiente es siempre nulo:
rol(grad ) = V A V() =0
b. La divergencia del rotacional es siempre nula:
div(rol(F)) =V - (VA F) =0
c. Rotacional del rotacional (esta formula sirve en electromagnetismo):
Tl (rob(F)) =V A (V A F) = V(V - F) — AP = grad(div(F)) — AF

donde AF es el laplaciano vectorial:

9?2 9?2 9?2 9%F, 9%F, 92%F,

AF}C Ox2 Oy? 0z2 F;U Ox2 Oy? 022

F}v 52 52 52 9?F, 9?F, 9?F,
AF = Any = dz2 + 9y? + 922 E/ = BzQy 3y2y BZQy
AF 0? 0? 0? F %L, 0°F, 0*F,

? ox? + ay? + 922 z Oz2 oy? 0z

I11.2.6. Ley fundamental de la 6ptica geométrica

En 6ptica, podemos evaluar la variaciéon elemental del vector (nu) en funcién de ds:

dlni) _ d A (DL 0L L
ds  ds NG T NEEy T IYC ds 8x6x 8y€y azez

donde €, €, €2) son los vectores unitarios segin los ejes z, y, z de la base del espacio,
y (a, B, 7v) las componentes del vector u en la misma base. Como:

d (P8 Z e (25 car == (98 .ar
ox oz

ox

Entonces, debido a lo anterior, podemos escribir:

(8)-< () 2 () e ()

ds \ 0z or ) ds ox or ) n

Este resultado puede estar escrito de manera mas explicita:
d 0Ly 1[0 (9L\OL 0 (9L\OL 0 (oL)oL
ds \ 0z ) n|ox\0x)ox oy\ox) oy 0z\0x) 0z
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Podemos ahora permutar el orden de la diferenciacion entre x y y, y entre x y z:

da(oL\_1[o (oL\oL o (or\or o (oL)oL
s\ox) nl|ox\Ox)ox Ox\dy)dy Ox\0z) 0z

Lo que se puede transformar de la manera siguiente:

a(ory_ 1o [(ony (ory*, (on] _
s\0x) 2nox |\O0x dy 0z

Este mismo céalculo puede estar hecho por y y z. Finalmente, estamos obteniendo:

d(OLY _on  d (0L _on (0L} _on
s\O0x) Oz ds \dy ) 0Oy ds \ 0z ) 0z

Y, como consecuencia, la ecuacion vectorial obtenida se escribe:

=0y =
2n Ox or

Zs(nu) = gmd —Vn <=> djf = ngmd —nVn
Introduciendo en esta tltima ecuacion o = Z—Z y el elemento infinitesimal dl = % = %.
II1.2.7. En Estadistica, estimacion por minimos cuadrados
Dados n pares de observaciones (z1,y1), (z2,¥2),- .-, (Zn, yn) de las variables X y Y se

desea determinar la ecuacién de la recta y = By + [f1x que permita estimar valores de Y a
partir de valores de X, donde los parametros By y (31 son no conocidos.

Ahora bien, los pardmetros 3y y 1 se estiman con los n pares de datos (z;,y;), mini-
mizando

Se = Z(yz — Bo — fizy)?

respecto de los parametros 5y v 1, es decir, minimizando la suma de los errores al cuadrado.

9. Q& -
850 - ;( _60_51xi) =0
9S. - _
05 —2;%(% —Bo — Prxi) =0

simplificando estas dos ecuaciones se tiene

nBo + B Z T, = Z Yi
i=1 i=1
ﬁozl’iﬂLﬁle? = inyi
i=1 i=1 i=1

multiplicando la primera ecuacién por > " ; z; y dividiendo por n se tiene
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2
4 Zz:; _— (Zi:; xz) B ( i=1 yz) (Zi:l xz)

n
502%4‘512%2 = Z%‘yi
i=1 i=1 i=1

Restando la primera ecuacién de la segunda se tiene

B>l - &M S (E?=1 y) (22;1 x)
=1

n n

i=1

Por tanto, la solucién para f; esta dada por

B i=1Yili — n
1 — 2
s
n 2 ‘
i=1Ti — oy
y la solucion para [y es
0=Y— T
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